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Uvod
Konacˇnodimenzionalne algebre s dijeljenjem predstavljaju jednu od najstarijih tema
u nekomutativnoj algebri. Same zacˇetke nekomutativne teorije postavio je W. H. Hamilton
1843. godine ”otkric´em” kvaterniona, odnosno 4-dimenzionalne realne algebre s dijelje-
njem. Kasnije su, nezavisno jedan od drugoga, matematicˇari F. G. Frobenius (1878.godine)
i C. S. Peirce (1881.godine) pokazali da su upravo realni brojevi, kompleksni brojevi te
kvaternioni jedini primjeri realnih konacˇnodimenzionalnih asocijativnih algebri s dijelje-
njem. Taj rezultat je danas u literaturi poznat kao Frobeniusov teorem.
U prvom dijelu rada, fokus stavljamo na polaganu izgradnju teorije koja c´e nas do-
vesti do prvog bitnijeg teorema obradenog u radu, a to je upravo Frobeniusov teorem za
konacˇnodimenzionalne realne algebre s dijeljenjem.
Nakon sˇto dokazˇemo Frobeniusov teorem, nastavljamo s daljnjom izgradnjom teorije
u svrhu otkrivanja strukture konacˇnodimenzionalnih algebri. Od posebnog interesa su nam
strukturalni teoremi sˇkotskog matematicˇara J. H. M. Wedderburna koji je 1907. godine
objavio rad u kojem je dokazao da je svaka konacˇnodimenzionalna poluprosta algebra di-
rektni produkt matricˇnih algebri nad algebrama s dijeljenjem. Razne verzije rezultata ovog
rada dostupne su u mnogim sveucˇilisˇnim matematicˇkim udzˇbenicima te su bazirane na
konceptima modula nad algebrama. Ipak, u ovom diplomskom radu bazirali smo se na
pristup slovenskog matematicˇara M. Bresˇara koji je zbog upotrebe vrlo bazicˇnog mate-
maticˇkog alata svakako mnogo pristupacˇniji. Zbog toga bi tematika ovog rada, koja se
standardno predaje na poslijediplomskim studijima, mogla bi biti prihvatljiva i studentima
preddiplomskih i diplomskih studija.
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SADRZˇAJ 3
Oznake
N Prirodni brojevi
Z Cijeli brojevi
R Realni brojevi
C Kompleksni brojevi
H Kvaternioni
O Oktonioni
F Fiksirano polje
Z(R) Centar prstena R
M(A) Multiplikacijska algebra od algebre A
Mn(R) Prsten svih n × n matrica nad R
Tn(F) Algebra gornje trokutastih n × n matrica nad F
R  R′ Izomorfni prsteni ili algebre
ker φ Jezgra homomorfizma φ
im φ Slika homomorfizma φ
EndF(V) Algebra linearnih operatora vektorskog prostora V nad F
V1 ⊕ · · · ⊕ Vn Direktna suma konacˇne familije vektorskih prostora ili Abelovih grupa
R1 × · · · × Rn Direktni produkt konacˇne familije prstena ili algebri
Ei j Standardne matricˇne jedinice u matricˇnom prstenu Mn(R)
ei j Matricˇne jedinice
I + J Zbroj ideala
IJ Produkt ideala
R[ω] Prsten/algebra polinoma nad R u jednoj varijabli
dimF V Dimenzija vektorskog prostora V nad poljem F
[A : F] Dimenzija algebre A nad poljem F
Poglavlje 1
Osnovni pojmovi i tvrdnje
Za pocˇetak definirajmo neke od pojmova koje c´emo koristiti u ovom diplomskom radu.
Alegbre
U ovom radu promatramo samo asocijativne algebre. Dakle, algebra A nad poljem F,
ili F-algebra je vektorski prostor nad poljem F na kojem je zadana operacija mnozˇenja,
tj. asocijativna binarna operacija A × A → A, (a, b) 7→ ab koja je bihomogena s obzirom
na operaciju mnozˇenja skalarom i distributivna slijeva i zdesna s obzirom na operaciju
zbrajanja na A. Drugim rijecˇima vrijedi:
a(bc) = (ab)c, λ(ab) = (λa)b = a(λb), a(b + c) = ab + ac,
(a + b)c = ac + bc, za sve a, b, c ∈ A i λ ∈ F.
Ako vrijedi ab = ba za sve a, b ∈ A onda kazˇemo da je A komutativna algebra.
Jedinica u algebri A je element 1 ∈ A takav da je
1a = a1 = a za sve a ∈ A.
Ako jedinica postoji, lako mozˇemo provjeriti da je ona jedinstvena. Unitalna algebra
je algebra u kojoj postoji jedinica.
Ako je A unitalna algebra, tada za element a ∈ A kazˇemo da je invertibilan ako postoji
element a−1 takav da je
a−1a = aa−1 = 1.
Element a−1, ako postoji, je jedinstven i nazivamo ga inverz od a.
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Podskup B algebre A zove se podalgebra od A ako je B algebra s obzirom na operacije
koje su definirane kao restrikcije operacija algebre A.
Za podalgebru B unitalne algebre A kazˇemo da je unitalna podalgebra, ako B sadrzˇi
jedinicu algebre A. Napomenimo da je moguc´e da je B unitalna algebra, ali da B nije
unitalna podalgebra od A. Naime, moguc´e je da B ima jedinicu, ali da ta jedinica nije
jednaka jedinici algebre A. Ako je A unitalna algebra, za λ ∈ F, element λ1 ∈ A zapisivat
c´emo jednostavno kao λ. Nadalje, u tom slucˇaju F identificiramo s F1 te na taj nacˇin
smatramo da je F unitalna podalgebra od A.
Neka su A i B algebre. Za preslikavanje φ : A → B kazˇemo da je homomorfizam
algebri ako je φ linearno i multiplikativno, tj.
φ(λa + µb) = λφ(a) + µφ(b) i φ(ab) = φ(a)φ(b)
za svaki λ, µ ∈ F i a, b ∈ A.
Ako su A i B unitalne algebre s jedinicama 1A i 1B i ako vrijedi φ(1A) = 1B onda se φ zove
unitalni homomorfizam. Injektivni homomorfizam zove se monomorfizam, surjektivni
epimorfizam, a bijektivni izomorfizam. Za algebre A i B kazˇemo da su izomorfne ako
postoji izomorfizam φ : A→ B.
Buduc´i da su algebre ujedno i prsteni, razne pojmove vezane uz prstene ima smisla
promatrati i za algebre, uz neke male preinake. Na primjer, podalgebra je potprsten koji
je ujedno i potprostor. Slicˇno, ideali algebre, su ideali u istom smislu kao i ideali prstena,
ali su ujedno i vektorski potprostori.
S obzirom na to da su nam od posebnog interesa u ovom radu konacˇnodimenzionalne
algebre, navedimo josˇ i sˇto smatramo pod konacˇnodimenzionalnom algebrom. Kazˇemo
da je A konacˇnodimenzionalna algebra ako je A konacˇnodimenzionalna kao vektorski
prostor. Dimenziju A nad F oznacˇavat c´emo s
[A : F].
Ako je R prsten ili algebra, tada skup
Z(R) := {c ∈ R | cx = xc za sve x ∈ R}
nazivamo centar od R, a njegove elemente nazivamo centralnim elementima.
Algebra polinoma
Neka je R proizvoljni prsten. Definiramo polinom nad R kao beskonacˇnu sumu
∞∑
i=0
aiωi = a0 + a1ω + a2ω2 + . . . ,
POGLAVLJE 1. OSNOVNI POJMOVI I TVRDNJE 6
gdje je ai ∈ R i konacˇno mnogo ai je razlicˇito od 0. Elementi ai nazivaju se koeficijenti.
Koeficijent a0 naziva se slobodni cˇlan. Ako je n ≥ 0 takav da ai = 0 za sve i > n i an , 0,
onda prethodni polinom obicˇno pisˇemo kao
f (ω) = a0 + a1ω + . . . + anωn.
Za ovaj polinom kazˇemo da je stupnja n te an nazivamo njegovim vodec´im koeficijentom.
Ako je ai = 0 za sve i ≥ 0, onda odgovarajuc´i polinom oznacˇavamo s 0. Polinom koji je ili
0 ili stupnja 0 nazivamo konstantni polinom.
Zbrajanje i mnozˇenje dvaju polinoma definiramo sa
∞∑
n=0
anωn +
∞∑
n=0
bnωn :=
∞∑
n=0
(an + bn)ωn, ∞∑
n=0
anωn
  ∞∑
n=0
bnωn
 := ∞∑
n=0
cnωn, gdje je cn =
∞∑
n=0
aibn−i.
Uz ove operacije skup svih polinoma nad R je prsten koji oznacˇavamo s R[ω] i nazivamo
prsten polinoma (u jednoj varijabli). U ovom radu nas primarno zanima situacija kada je
R = F polje.
Dodatno, ako je A algebra, tada A[ω] postaje algebra uz operaciju mnozˇenja skalarom
λ
 ∞∑
n=0
aiωn
 := ∞∑
n=0
(λan)ωn.
Algebarska zatvorenost
Definicija 1.0.1. Polje F je algebarski zatvoreno ako svaki nekonstantni polinom u F[ω]
ima korijen u F.
Napomena 1.0.2. Ako je F algebarski zatvoreno, onda se svaki polinom f (ω) ∈ F[ω]
stupnja n ≥ 1 mozˇe faktorizirati u obliku
f (ω) = c(ω − a1) · · · (ω − an),
za neke c, a1, . . . , an ∈ F.
Primjer 1.0.3. Osnovni primjer algebarski zatvorenog polja je polje kompleksnih brojeva
C. S druge strane, polje realnih brojeva R nije algebarski zatvoreno jer npr. polinom
f (ω) = ω2 + 1 nema korijen u R.
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Matricˇne algebre
Skup svih realnih n×n matrica, Mn(R) je prsten (odnosno algebra) uz standardne operacija
na matrica. Za n ≥ 2 ovaj prsten nije komutativan. Ulogu od R u Mn(R) mozˇemo zamijeniti
drugim poljima, ali i prstenima odnosno algebrama. Uzmimo proizvoljni prsten R i n ∈ N.
Za svaki ai j ∈ R, 1 ≤ i, j ≤ n, s (ai j) oznacˇavamo n × n matricu
a11 a12 ... a1n
a21 a22 ... a2n
...
...
...
...
an1 an2 ... ann
 .
Skup svih n × n matrica nad R oznacˇavamo s Mn(R). Na Mn(R) definiramo operacije
zbrajanja i mnozˇenja na sljedec´i nacˇin
(ai j) + (bi j) := (ai j + bi j)
i
(ai j)(bi j) := (ci j), gdje je ci j =
n∑
k=1
aikbk j.
Uz te operacije Mn(R) postaje prsten. Ako R ima jedinicu, tada i Mn(R) ima jedinicu
(jedinicˇna matrica).
Nadalje, ako je R = A algebra, onda Mn(A) postaje algebra, uz prethodno definirane
operacije i operaciju mnozˇenja skalarom
λ(ai j) := (λai j).
Standardne matricˇne jedinice
Definicija 1.0.4. Neka je Mn(S ) matricˇni prsten, gdje je S proizvoljan unitalni prsten. Neka
je Ei j matrica cˇiji je element na (i, j) mjestu 1, a svi ostali elementi te matrice su 0. Ei j,
1 ≤ i, j ≤ n nazivamo standardnim matricˇnim jedinicama. Za a ∈ S koristimo oznaku
aEi j kojom oznacˇavamo matrice cˇiji je element na mjestu (i, j) a ∈ S , a ostali elementi su
0. Svaka matrica Mn(S ) je suma takvih matrica. Primijetimo da za svaki A = (ai j) ∈ Mn(S )
imamo
Ei jAEkl = a jkEil za sve 1 ≤ i, j, k ≤ n. (1.1)
Poglavlje 2
Konacˇnodimenzionalne algebre s
dijeljenjem
Definicija 2.0.1. Unitalni prsten R je prsten s dijeljenjem, ako je svaki ne-nul element u R
invertibilan.
Analogno definiramo pojam algebre s dijeljenjem. Algebru s dijeljenjem u ovom radu
obicˇno c´emo oznacˇavati s D.
2.1 Frobeniusov teorem
Krenimo s iskazom i dokazom pomoc´nih tvrdnji koje c´e nas dovesti do odgovora na pitanja
postavljena u uvodnom dijelu rada.
Ako drugacˇije nije istaknuto, tijekom cˇitavog ovog odjeljka pretpostavljamo da je D
realna algebra s dijeljenjem konacˇne dimenzije n.
Lema 2.1.1. Za svaki x ∈ D postoji λ ∈ R takav da je x2 + λx ∈ R.
Dokaz. Za proizvoljan x ∈ D promotrimo elemente
1, x, x2, x3, . . . , xn.
Buduc´i da je D n-dimenzionalna, ti elementi su sigurno linearno zavisni. Dakle, postoje
skalari α0, . . . , αn ∈ R koji nisu svi nula tako da vrijedi
n∑
i=0
αixi = 0.
Definirajmo polinom f (ω) ∈ R[ω] s
f (ω) :=
n∑
i=0
αiω
i.
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Tada je f (ω) stupnja najvisˇe n i vrijedi f (x) = 0. Iz fundamentalnog teorema o algebri
slijedi da polinom f (ω) mozˇemo faktorizirati na linearne i kvadratne faktore uR[ω]. Dakle,
imamo
f (ω) = (ω − β1) · · · (ω − βr)(ω2 + λ1ω + µ1) · · · (ω2 + λsω + µs),
za neke βi, λi, µi ∈ R. S obzirom na to da je f (x) = 0, vrijedi
(x − β1) · · · (x − βr)(x2 + λ1x + µ1) · · · (x2 + λsx + µs) = 0.
Kako je D algebra s dijeljenjem, ona sigurno nema djelitelja nule pa jedan od gornjih
faktora mora biti jednak 0. Dakle, x je korijen linearnog ili kvadratnog polinoma u R[ω] te
slijedi zˇeljeni zakljucˇak. 
Motivirani cˇinjenicom da jednodimenzionalni potprostor Ri od C mozˇemo opisati kao
skup svih z ∈ C takvih da je z2 nepozitivan realni broj, za konacˇnodimenzionalnu realnu
algebru s dijeljenjem definiramo sljedec´i skup:
V := {v ∈ D | v2 ∈ R, v2 ≤ 0}.
Napomena 2.1.2. Primijetimo da ako je x ∈ D \ V takav da je x2 ∈ R, onda je x2 > 0 pa
stoga vrijedi x2 = α2 za neki α ∈ R. Dakle, (x − α)(x + α) = 0 iz cˇega je x = ±α ∈ R.
Lema 2.1.3. Skup V je linearni potprostor od D. Nadalje, D = R ⊕ V.
Dokaz. Za pocˇetak jasno je da vrijedi R ∩ V = {0} te da je V zatvoren na mnozˇenje skala-
rom. Pokazˇimo da je u + v ∈ V ako su u, v ∈ V. Pretpostavimo da su u, v linearno nezavisni.
Tvrdimo da je {1, u, v} linearno nezavisan skup. Uzmemo li α, β, γ ∈ R takve da vrijedi
αu = βv + γ1, kvadriranjem obje strane slijedi da je βγv ∈ R, stoga β = 0 ili γ = 0 iz cˇega
slijedi da je α = β = γ = 0. Dakle, skup {1, u, v} je linearno nezavisan.
Kako su u, v ∈ D iz leme 2.1.1 slijedi da za svaki u + v ∈ D postoje λ, µ ∈ R takvi da:
(u + v)2 + λ(u + v) ∈ R,
(u − v)2 + µ(u − v) ∈ R.
Promotrimo li zbroj kvadratnih cˇlanova, vidimo da:
(u + v)2 + (u − v)2 = 2u2 + 2v2 ∈ R za u, v ∈ V.
Dakle, za zbroj linearnih cˇlanova mora vrijediti: λ(u + v) + µ(u − v) ∈ R, sˇto mozˇemo
zapisati kao
s := (λ + µ)u + (λ − µ)v ∈ R.
Tada je
(−s)1 + (λ + µ)u + (λ − µ)v = 0.
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Kako je {1, u, v} linearno nezavisan skup zakljucˇujemo da λ + µ = λ − µ = 0, odnosno
λ = µ = 0. Stoga je (u + v)2 ∈ R.
Pretpostavimo da u + v ∈ D \ V , odnosno (u + v)2 > 0. Iz napomene 2.1.2 vidimo da je
u + v ∈ R. Neka je stoga r ∈ R takav da je u + v = r. Tada je
0 = (−r)1 + u + v,
sˇto je u kontradikciji s cˇinjenicom da je {1, u, v} linearno nezavisan skup.
Dakle, (u + v)2 ∈ R ∧ (u + v)2 ≤ 0 ⇒ u + v ∈ V , iz cˇega slijedi zˇeljeni zakljucˇak da je
V ≤ D.
Pokazˇimo josˇ da je D = R ⊕ V . Kako je R ∩ V = {0}, dovoljno je pokazati da je
D \ R ⊆ R + V , odnosno da se svaki element iz D \ R mozˇe prikazati kao zbroj jednog
elementa iz R i jednog elementa iz V . Neka je x ∈ D \ R. Prema lemi 2.1.1 postoji λ ∈ R
takav da je s := x2 + λx ∈ R. Kako je
s = x2 + λx =
(
x +
λ
2
)2
− λ
2
4
,
slijedi (
x +
λ
2
)2
= s +
λ2
4
∈ R.
Odavde vidimo da mora vrijediti x+ λ2 ∈ V ili (x+ λ2 )2 > 0. Pretpostavimo da je (x+ λ2 )2 > 0.
Iz napomene 2.1.2 vidimo da je r := x + λ2 ∈ R. Tada je x = r− λ2 ∈ R, sˇto je u kontradikciji
s pocˇetnom pretpostavkom da je x ∈ D \ R. Dakle x + λ2 ∈ V i prema tome
x = −λ
2
+
(
x +
λ
2
)
∈ R + V.

Definicija 2.1.4. Za sve u, v ∈ V definiramo
u ◦ v := uv + vu.
Napomena 2.1.5. S obzirom na to da je za u, v ∈ V,
u ◦ v = (u + v)2 − u2 − v2,
iz leme 2.1.3 slijedi da je u ◦ v ∈ R.
Lema 2.1.6. Ako je n > 2, tada postoje i, j, k ∈ D takvi da je
i2 = j2 = k2 = −1, (2.1)
i j = − ji = k, ki = −ik = j, jk = −k j = i, (2.2)
te je {1, i, j, k} linearno nezavisan skup.
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Dokaz. Iz leme 2.1.3 vidimo da V ima dimenziju n − 1 > 1. Stoga mozˇemo odabrati
linearno nezavisne v,w ∈ V. Neka je
u := w − w ◦ v
v ◦ v v.
Primijetimo da je u , 0 i u ◦ v = 0. Iz (2.1) vidimo da mozˇemo definirati i i j na sljedec´i
nacˇin:
i :=
1√−u2
u, j :=
1√−v2
v, k := i j.
Lako je provjeriti da (2.1) i (2.2) vrijede pa iz njih dobivamo da je
(α0 + α1i + α2 j + α3k)(α0 − α1i − α2 j − α3k) = α02 + α12 + α22 + α32 (2.3)
pozitivan realan broj za sve α0, α1, α2, α3 ∈ R koji nisu istovremeno nula. Stoga, slijedi da
su 1, i, j, k linearno nezavisni. 
Formule iz (2.1) i (2.2) lako mozˇemo pamtiti pomoc´u sljedec´eg dijagrama: Idemo li u
smjeru kazaljke na satu, produkt dva uzastopna elementa je trec´i, a ako idemo u suprotnom
smjeru od kazaljke na satu, produkt dva uzastopna elementa daje negativan trec´i element.
Korolar 2.1.7. Ne postoji 3-dimenzionalna realna algebra s dijeljenjem.
Dokaz. Prema lemi 2.1.6, za n > 2 D sadrzˇi 4 linearno nezavisna elementa 1, i, j, k. Dakle
n > 3. 
Definicija 2.1.8. Ako je n = 4, {1, i, j, k} je baza od D uz mnozˇenje definirano u (2.1) i
(2.2). Konjugiranu vrijednost nekog h = α0 + α1i + α2 j + α3k ∈ D definiramo kao:
h := α0 − α1i − α2 j − α3k.
Korolar 2.1.9. Ako je n = 4, tada je D algebra s dijeljenjem. Sˇtovisˇe, D je do na izomorfi-
zam jedinstvena realna 4-dimenzionalna algebra s dijeljenjem.
POGLAVLJE 2. KONACˇNODIMENZIONALNE ALGEBRE S DIJELJENJEM 12
Dokaz. Ako je h ∈ D, h , 0, onda iz (2.3) slijedi da je hh = hh nenegativan skalar. Stoga
svaki nenul element h ∈ D ima inverz
h−1 =
1
hh
h.
Prema tome, D je algebra s dijeljenjem.
Sada pretpostavimo da je D′ neka druga 4-dimenzionalna algebra s dijeljenjem s pri-
padnim elementima 1′, i′, j′, k′ koji zadovoljavaju analogne relacije (2.1) i (2.2). Tada se
lako provjeri da je preslikavanje φ : D→ D′ definirano s
φ(α01 + α1i + α2 j + α3k) := α01′ + α1i′ + α2 j′ + α3k′
izomorfizam algebri. 
Standardna oznaka za ovu 4-dimenzionalnu nekomutativnu realnu algebru s dijelje-
njem (koje je prema korolaru 2.1.9 jedinstvena do na izomorfizam) je H, u cˇast irskom
matematicˇaru W. R. Hamiltonu, koju je 1843. godine osmislio tijekom sˇetnje Dublinom.
Elementi algebre H nazivaju se kvaternioni. Cˇitava pricˇa oko nastanka kvaterniona do-
kumentirana je u Hamiltonovim pismima te je samu formulu i2 = j2 = k2 = i jk = −1
moguc´e pronac´i ugraviranu na mostu u Dublinu pod imenom ”Broom bridge”, kraj kojeg
se Hamilton i dosjetio spomenute formule.
Teorem 2.1.10 (Frobenius). Konacˇnodimenzionalna realna algebra s dijeljenjem D je iz-
omorfna s R, C ili H.
Dokaz. Ako je n = 1, onda je D  R. Ako je n = 2, onda je prema lemi 2.1.3 dim V = 1
(jer je dim D = dimR + dim V = 2). Stoga, D sadrzˇi element i takav da je i2 = −1 pa je
onda D  C. Iz korolara 2.1.7 vidimo da n , 3. Ako je n = 4 onda je D  H.
Pretpostavimo da je n > 4 i neka su i, j, k elementi iz leme 2.1.6. Kako je dimenzija od
V jednaka n − 1, postoji v ∈ V koji ne lezˇi u linearnoj ljusci elemenata i, j, k. Stoga je
e := v +
i ◦ v
2
i +
j ◦ v
2
j +
k ◦ v
2
k
nenul element u V . Zaista, ako bi bilo e = 0, onda
v = − i ◦ v
2
i − j ◦ v
2
j − k ◦ v
2
k.
Kako su i◦v2 ,
j◦v
2 ,
k◦v
2 ∈ R, to je u kontradikciji s pretpostavkom da v ne lezˇi u linearnoj ljusci
elemenata i, j, k. Lako se provjeri da takav element e ∈ V zadovoljava jednakosti
i ◦ e = j ◦ e = k ◦ e = 0. (2.4)
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Pokazˇimo npr. i ◦ e = 0. Stavimo c1 := i◦v2 , c2 := j◦v2 , c3 := k◦v2 ∈ R. Tada je
i ◦ e = i ◦ v + i ◦ (c1 · i) + i ◦ (c2 · j) + i ◦ (c3 · k)
= i ◦ v + c1 · (i ◦ i) + c2 · (i ◦ j) + c3 · (i ◦ k)
= i ◦ v − 2 · c1
= iv + vi − 2 ·
( iv
2
+
vi
2
)
= 0.
Stoga, iz prva dva identiteta u (2.4) zakljucˇujemo ei j = −ie j = i je, ali iz trec´eg iden-
titeta dobivamo kontradikciju s obzirom na to da je i j = k. Stoga, n mozˇe biti samo 1,2 ili
4. 
Dokazom klasifikacijskog Frobeniusovog teorema dokazali smo da (do na izomorfi-
zam) postoje tocˇno tri konacˇnodimenzionalne realne algebre s dijeljenjem. Spomenimo
kako josˇ postoji i neasocijativna realna algebra s dijeljenjem dimenzije 8, tzv. oktoni-
oni, koja se obicˇno oznacˇava s O. To je algebra koja sadrzˇi jedinicu 1 te sedam linearno
nezavisnih elemenata cˇiji je kvadrat −1. Sˇtovisˇe, koristec´i aparat algebarske topologije,
francuski matematicˇar M. Kervaire i americˇki matematicˇar J. Milnor su 1958. godine ne-
zavisno dokazali da su (do na izomorfizam) R, C, H i O jedine (ne nuzˇno asocijativne)
realne konacˇnodimenzionalne algebre s dijeljenjem.
Definicija 2.1.11. Za element x iz F-algebre A kazˇemo da je algebarski ako postoji nenul
polinom f (ω) ∈ F[x] t.d. je f (x) = 0. Ako je svaki element algebre A algebarski, onda za
A kazˇemo da je algebarska algebra.
Napomenimo kako je dosad konacˇna dimenzionalnost od D korisˇtena samo jednom,
i to na pocˇetku dokaza leme 2.1.1, kada smo zakljucˇili da je svaki x ∈ D korijen nenul
polinoma u R[ω]. Sljedec´a fundamentalna cˇinjenica slijedi iz dokaza leme 2.1.1:
Lema 2.1.12. Svaka konacˇnodimenzionalna algebra je algebarska algebra.
Dokaz. Skup svih potencija svakog elementa je linearno zavisan. 
Iz dokaza Frobeniusovog teorema zakljucˇujemo da je svaka algebarska realna algebra
s dijeljenjem izomorfna R, C ili H te je stoga konacˇnodimenzionalna.
Nakon opisa konacˇnodimenzionalnih realnih algebri s dijeljenjem, mozˇemo se upitati i
sˇto je s kompleksnim? Odgovor mozˇemo potrazˇiti i opc´enitije, ako umjesto C promotrimo
bilo koje algebarski zatvoreno polje:
Propozicija 2.1.13. Ako je D konacˇnodimenzionalna algebra s dijeljenjem nad algebarski
zatvorenim poljem F, tada je D = F.
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Dokaz. Neka je x ∈ D. Iz leme 2.1.12 vidimo da postoji nenul polinom f (ω) ∈ F[ω]
t.d. je f (x) = 0. Bez smanjenja opc´enitosti pretpostavljamo da su vodec´i koeficijenti tog
polinoma jednaki 1. Kako je F algebarski zatvoreno imamo f (ω) = (ω−α1) · · · (ω−αr) za
neke αi ∈ F. Dakle, slijedi f (x) = (x−α1) · · · (x−αr) = 0. Kako je D algebra s dijeljenjem,
x − αi = 0 za neki i ∈ N pa je stoga x = αi ∈ F. 
Napomena 2.1.14. 4-dimenzionalna algebra s bazom {1, i, j, k} te mnozˇenjem definiranim
u (2.1) i (2.2) ne mora biti samo nad poljem R, vec´ nad bilo kojim poljem F. No, ako je
F = C, onda to nije algebra s dijeljenjem. Iz (2.3) vidimo da je algebra s dijeljenjem ako i
samo ako za sve αi ∈ F, α20 + α21 + α22 + α23 = 0 povlacˇi α0 = α1 = α2 = α3 = 0. Ovaj uvjet
je dakako ispunjen u R, ali ne u algebarski zatvorenim poljima poput C.
2.2 Prosti prsteni
Definicija 2.2.1. Prsten R je prost ako je R2 , 0 te su 0 i R jedini ideali od R.
Uvjet R2 , 0, odnosno xy , 0 za neke x, y ∈ R, je potreban kako bismo iskljucˇili
patolosˇke slucˇajeve (jedan takav naveden je u napomeni 2.5).
Primjer 2.2.2. Svaki prsten s dijeljenjem D je prost. Sˇtovisˇe, D nema jednostranih ideala
razlicˇitih od 0 i D. Na primjer, neka je I nenul lijevi ideal od A i neka je a ∈ I, a , 0. Kako
je D prsten s dijeljenjem, a je invertibilan u D pa iz Da ⊆ I slijedi 1 = a−1a ∈ I. Stoga je
I = D.
Primjer 2.2.3. Ako je D prsten s dijeljenjem, onda je Mn(D) prosti prsten za svaki n ∈ N.
Zaista, neka je I nenul ideal od Mn(D). Odaberimo 0 , (ai j) ∈ I te j, k takve da 0 , a jk ∈
Mn(D). Kako je (ai j) ∈ I iz (1.1) vidimo da Ei j(ai j)Ekl = a jkEil ∈ I za sve i, l ∈ N. Kako je
D prsten s dijeljenjem, a jk je invertibilan u D. Posebno, mozˇemo pisati: (da−1jk )Eii · a jkEil =
dEil ∈ I za sve d ∈ D. S obzirom na to da dEil generira Mn(D) te I , 0 zakljucˇujemo da je
I = Mn(D). Dakle, ne postoji netrivijalni ideal od Mn(D) pa je stoga Mn(D) prosti prsten
za svaki n ∈ N.
Napomena 2.2.4. U ovom radu fokus je na algebrama. Umjesto prostih prstena zanimaju
nas proste algebre, tj. algebre koje zadovoljavaju uvjete iz definicije 2.2.1. Znamo da ideal
neke algebre A mora biti vektorski potprostor, dok u definiciji 2.2.1 govorimo o idealima
prstena koji su ”samo” aditivne podgrupe. Pretpostavimo da je algebra A takva da su 0 i
A jedini ideali algebre A. Pretpostavimo da je I ideal prstena A takav da je I , A, I , 0.
Tada je AI ideal algebre A pa je AI = 0 ili AI = A. Kako je AI ⊆ I , A, jedino mozˇemo
zakljucˇiti da AI = 0, iz cˇega slijedi da je ideal algebre J = {x ∈ A | Ax = 0} razlicˇit od
nule, dakle jednak J = A. Slijedi, A2 = 0. Ova moguc´nost iskljucˇena je u definiciji 2.2.1.
Stoga, algebra A je prosta kao algebra ako i samo ako je A prosta kao prsten.
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Napomena 2.2.5. Bez pretpostavke A2 , 0 moguc´e je da A ima mnogo ideala prstena, a da
nema netrivijalnih ideala algebre. Na primjer, uzmimo 1-dimenzionalnu algebru A = Ra s
trivijalnim mnozˇenjem, tj. a2 = 0. Onda ocˇito algebra A nema ideala algebre razlicˇitih od
0 i A, ali ima ideala prstena (npr. Za).
2.3 Centralne algebre
Definicija 2.3.1. Nenul algebra unitalna algebra A je centralna ako se centar od A sastoji
samo od skalarnih multipla jedinice, odnosno ako je Z(A) = {λ1 : λ ∈ F}.
Lema 2.3.2. Neka je A unitalna algebra te n ∈ N. Tada je A centralna ako i samo ako je
Mn(A) centralna.
Dokaz. Ako je c ∈ Z(A), onda dijagonalna matrica cˇiji su svi elementi na dijagonali jednaki
c lezˇi u Z(Mn(A)). Stoga, A je centralna ako je Mn(A) centralan. Pretpostavimo da je A
centralna. Odaberimo C ∈ Z(Mn(A)). Kako C komutira sa svakim Ekl, k , l, vidimo da je
C dijagonalna matrica sa svim elementima na dijagonali koji su medusobno jednaki. Kako
C komutira sa svakim aE11, a ∈ A, zakljucˇujemo da C lezˇi u centru od A te je stoga c skalar.
Dakle Mn(A) je centralna. 
Primjer 2.3.3. Primjenom leme 2.3.2 vidimo da je Mn(F) centralna algebra.
Primjer 2.3.4. H je centralna R algebra.
Primjer 2.3.5. C je centralna kao C algebra, ali nije centralna kao R algebra.
Iz teorema 2.1.10 slijedi sljedec´i korolar:
Korolar 2.3.6. Konacˇnodimenzionalna centralna R-algebra s dijeljenjem je izomorfna s
R ili H.
Glavni fokus iduc´ih poglavlja su konacˇnodimenzionalne centralne proste algebre, koje
cˇine vazˇnu klasu algebra. Kao sˇto vidimo iz prijasˇnjih primjera, Mn(F) i H pripadaju toj
klasi algebri. Kasnije c´emo vidjeti da je svaka konacˇnodimenzionalna centralna prosta
algebra izomorfna s Mn(D) za neki n ∈ N i konacˇnodimenzionalnu algebru s dijeljenjem
D. Kao pocˇetak, neke cˇinjenice izvest c´emo direktno iz definicije, bez oslanjanja na samu
strukturu tih algebri. U tu svrhu, krenimo s uvodenjem tzv. multiplikacijske algebre.
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2.4 Multiplikacijska algebra
Neka je A algebra. Za a, b ∈ A definiramo preslikavanja La,Rb : A −→ A, koja redom
nazivamo lijevo mnozˇenje, odnosno desno mnozˇenje:
La(x) := ax, Rb(x) := xb.
Ova preslikavanja su ocˇito linearna, dakle pripadaju algebri EndF(A) svih linearnih
operatora iz A u A.
Napomena 2.4.1. Za sve a, b ∈ A; λ, µ ∈ F vrijedi:
Lab = LaLb, Rab = RbRa,
LaRb = RbLa,
Lλa+µb = λLa + µLb, Rλa+µb = λRa + µRb.
Odavde slijedi da je
M(A) := {La1Rb1 + · · · + LanRbn | ai, bi ∈ A, n ∈ N}
podalgebra od EndF(A).
Definicija 2.4.2. Algebra M(A) naziva se multiplikacijska algebra od A.
Napomena 2.4.3. Ako je A unitalna algebra, onda La=LaR1 i Rb = L1Rb lezˇe u M(A) i u
tom slucˇaju M(A) mozˇemo opisati kao podalgebru od EndF(A) generiranu svim lijevim i
desnim mnozˇenjima.
Napomena 2.4.4. Neka je f ∈ M(A). Onda postoje ai, bi ∈ A takvi da f = ∑ni=1 LaiRbi , tj.
f (x) =
n∑
i=1
aixbi, x ∈ A.
Ovi elementi nisu jedinstveni, tj. f mozˇemo prikazati kao sumu operatora oblika LaRb
na visˇe nacˇina. Ako je f , 0, onda ai, bi mozˇemo odabrati tako da skup svih ai i skup
svih bi budu linearno nezavisni. Na primjer, ovo je ispunjeno ako zahtijevamo da je n
minimalan. Zaista, kada bi, pod ovom pretpostavkom jedan od elemenata bio linearna
kombinacija drugih, npr.
bn =
n−1∑
i=1
λibi,
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onda bi f bio jednak
n−1∑
i=1
Lai+λianRbi ,
sˇto je u kontradikciji s minimalnosˇc´u od n. Nadalje, ako je {ui | i ∈ I} baza od A,
onda svaki Rb mozˇemo izraziti kao linearnu kombinaciju od Rui , iz cˇega vidimo da je
svaki f ∈ M(A) konacˇna suma operatora oblika LaiRui te linearna kombinacija operatora
LuiRu j . Slicˇno, f mozˇemo zapisati kao konacˇnu sumu operatora oblika LuiRbi te sˇtovisˇe kao
linearnu kombinaciju operatora LuiRu j .
Lema 2.4.5. Neka je A centralna prosta algebra i neka su ai, bi ∈ A takvi da je
n∑
i=1
LaiRbi = 0.
Ako su ai linearno nezavisni, onda je svaki bi = 0. Slicˇno, ako su bi linearno nezavisni,
onda je svaki ai = 0.
Dokaz. Razmotrimo slucˇaj kada su ai linearno nezavisni; slucˇaj kada su bi linearno neza-
visni dokazujemo analogno. Pretpostavimo da je bn , 0. Kako je A prosta, ideal generiran
s bn je jednak A. Dakle postoje w j, z j ∈ A takvi da je ∑mj=1 w jbiz j = 1. Stoga je
0 =
m∑
j=1
Rz j
 n∑
i=1
LaiRbi
 Rw j = n∑
i=1
Lai
 m∑
j=1
Rw jbiz j
 = n∑
i=1
LaiRci ,
gdje je ci =
∑m
j=1 w jbiz j, stoga cn = 1. Odavde slijedi da n > 1. Mozˇemo pretpostaviti da je
n najmanji prirodni broj za kojeg lema ne vrijedi. Kako je
0 =
 n∑
i=1
LaiRci
 Rx − Rx  n∑
i=1
LaiRci
 = n−1∑
i=1
LaiRxci−ci x,
za svaki x ∈ A, slijedi da je xci − cix = 0 za sve x ∈ A, odnosno ci ∈ Z(A) = F. Odavde
slijedi,
0 =
n∑
i=1
LaiRci = Lc1a1+···+cnan .
Posebno
0 = Lc1a1+···+cnan(1) = c1a1 + · · · + cnan.
Kako je cn = 1 , 0, dolazimo u kontradikciju s pretpostavkom da su ai linearno nezavisni.

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Napomena 2.4.6. Prisjetimo se da iz [A : F] = d slijedi [EndF(A) : F] = d2.
Lema 2.4.7. Ako je A konacˇnodimenzionalna centralna prosta algebra, onda M(A) =
EndF(A).
Dokaz. Neka je {u1, . . . , ud} baza od A. Iz leme 2.4.5 slijedi da su operatori LuiRu j , 1 ≤
i, j ≤ d linearno nezavisni. Ovo je jasno ako zapisˇemo ∑di, j=1 λi jLuiRu j kao ∑di=1 LuiRbi , gdje
je bi =
∑d
j=1 λi ju j. Stoga je
[M(A) : F] ≥ d2 = [EndF(A) : F],
pa iz prethodne napomene slijedi M(A) = EndF(A). 
2.5 Automorfizmi centralnih prostih algebri
U unitalnim prstenima (i algebrama) postoji kanonski nacˇin konstrukcije automorfizama;
svaki invertibilni element mozˇe generirati unutarnji automorfizam:
Definicija 2.5.1. Automorfizam φ unitalnog prstena R nazivamo unutarnji automorfizam
ako postoji invertibilni element a ∈ R takav da φ(x) = axa−1 za sve x ∈ R.
Automorfizam koji nije unutarnji nazivamo vanjski automorfizam.
Navedimo nekoliko primjera takvih automorfizama.
Primjer 2.5.2. Konjugacija z 7→ z je automorfizam R-algebre C. Jasno, konjugacija je
vanjski automorfizam jer je identiteta ocˇito jedini unutarnji automorfizam komutativnog
prstena. Spomenimo josˇ da je element od EndR(C), ali nije u M(C). Stoga, u lemi 2.4.7 ne
mozˇemo izostaviti pretpostavku da je A centralna.
Primjer 2.5.3. Za svaki α ∈ F \ {0}, f (ω) 7→ f (ω + α) je vanjski automorfizam algebre
F[ω].
Primjer 2.5.4. Neka je S prsten i neka je R = S × S direktni produkt dviju kopija od S .
Tada je (s, t) 7→ (t, s) vanjski automorfizam od R.
Teorem 2.5.5. (Skolem-Noether) Svaki automorfizam konacˇnodimenzionalne centralne proste
algebre A je unutarnji.
Dokaz. Neka je φ automorfizam od A. Iz leme 2.4.7 vidimo da je
φ =
n∑
i=1
LaiRbi
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za neke ai, bi ∈ A. Mozˇemo pretpostaviti da je a1 , 0 i da su bi linearno nezavisni (napo-
mena 2.4.4). Kako je φ multiplikativan, imamo
Lφ(x)φ = φLx za svaki x ∈ A.
Odavde slijedi
n∑
i=1
Lφ(x)ai−ai xRbi = 0.
Iz leme 2.4.5 slijedi da
φ(x)a1 − a1x = 0, x ∈ A. (2.5)
Pokazˇimo josˇ da je a1 invertibilan. Kako je A prosta, postoje w j, z j ∈ A takvi da
m∑
j=1
w ja1z j = 1. (2.6)
Kako iz (2.5) slijedi xa1 = a1φ−1(x) za svaki x ∈ A, sumu u (2.6) mozˇemo zapisati kao: m∑
j=1
w jφ(z j)
 a1 = 1 i a1
 m∑
j=1
φ−1(w j)z j
 = 1.
Dakle, a1 ima lijevi i desni inverz, odakle slijedi da je a1 invertibilan. 
Napomena 2.5.6. Za konacˇnodimenzionalne unitalne algebre vrijede sljedec´e tvrdnje:
(a) Desni inverz elementa je automatski ujedno i lijevi inverz elementa, odnosno ab = 1
povlacˇi ba = 1. Ovo mozˇemo dokazati tako da primijenimo lemu 2.1.12 kako bismo
dobili postoji nenul polinom f (ω) ∈ F[ω], takav da je f (a) = 0. Pretpostavimo da f
ima najmanji stupanj medu svim takvim polinomima. Tada mozˇemo pisati f (a) = 0 kao
ag(a) = α, gdje je α negativni konstantni cˇlan od f , a g(ω) ∈ F[ω] je nenul polinom
stupnja manjeg od f (ω), takav da g(a) , 0. Ako je α , 0, onda je a invertibilan,
a−1 = α−1g(a). Ako je α = 0, onda ag(a) = g(a)a = 0 i a nema lijevih ni desnih
inverza.
(b) Iz diskusije u (a) posebno vidimo da je svaki nenul element a ∈ A ili invertibilan ili
djelitelj nule.
(c) Nenul podalgebra A neke konacˇnodimenzionalne algebre s dijeljenjem D je takoder
algebra s dijeljenjem. Zaista, uzmimo 0 , a ∈ A. Onda je 1 ∈ A jer je a algebarski i
invertibilan. Nadalje, iz (a) vidimo da a−1 = α−1g(a) ∈ A.
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2.6 Maksimalna potpolja
Ako je K podalgebra unitalne F-algebre A polje i vrijedi K ⊇ F (tj. K sadrzˇi jedinicu od
A), onda K nazivamo potpolje od A. U tom slucˇaju A mozˇemo promatrati kao vektorski
prostor nad K.
Napomena 2.6.1. Ako je K potpolje konacˇnodimenzionalne unitalne algebre A, onda vri-
jedi:
[A : F] = [A : K][K : F].
Ova formula je specijalni slucˇaj gdje je A prosˇirenje polja K. Zaista, ako je {ki | i =
1, . . . ,m} baza od K nad F i {a j | j = 1, . . . , n} je baza od A nad K, onda lako vidimo da je
{kia j | i = 1, . . . ,m, j = 1, . . . , n} baza od A nad F.
Definicija 2.6.2. Potpolje koje nije strogo sadrzˇano ni u jednom vec´em potpolju od A na-
zivamo maksimalno potpolje od A.
Primjer 2.6.3. Potpolja R⊕Ri, R⊕R j i R⊕Rk su maksimalna potpolja od H. Sva ta polja
su 2-dimenzionalna te izomorfna s C.
Napomena 2.6.4. Ako je K potpolje od A, onda je Ru ∈ EndK(A) za svaki u ∈ A. Zaista,
Ru(kx) = kxu = kRu(x) za sve k ∈ K, x ∈ A. Nadalje, za f ∈ EndK(A), skalarni multipli k f ,
k ∈ K, od mogu biti interpretirani kao operator Lk f .
Teorem 2.6.5. Neka je D konacˇnodimenzionalna centralna algebra s dijeljenjem nad po-
ljem F. Ako je K maksimalno potpolje od D, onda je [D : F] = [K : F]2.
Dokaz. Neka je {u1, . . . , ud} baza F-algebre D. Tvrdimo da je {Ru1 , . . . ,Rud} baza K-algebre
EndK(D). Iz leme 2.4.5 slijedi da je ovaj skup linearno nezavisan pa je dovoljno pokazati
da razapinje EndK(D). Neka je f ∈ EndK(D). Posebno, f ∈ EndF(D) pa iz leme 2.4.7 (i
napomene 2.4.4) slijedi da
f =
d∑
i=1
LaiRui
za neke ai ∈ D. Kako je f K-linearan, f Lk = Lk f vrijedi za svaki k ∈ K pa imamo:
d∑
i=1
Laik−kaiRui = 0.
Iz leme 2.4.5 vidimo da aik − kai = 0 za svaki i i svaki k ∈ K, iz cˇega slijedi da ai ∈ K, jer
bi inacˇe podalgebra generirana od ai i K bilo polje vec´e od K (napomena 2.5.6 (c)). Stoga,
f je K-linearna kombinacija Rui .
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Prema tome,
[D : F] = d = [EndK(D) : K] = [D : K]2.
S druge strane, iz napomene 2.6.1 slijedi
[D : F] = [D : K][K : F],
pa je stoga [D : F] = [K : F]2. 
Korolar 2.6.6. Dimenzija konacˇnodimenzionalne centralne algebre s dijeljenjem je pot-
puni kvadrat.
Dokaz. Konacˇnodimenzionalna centralna prosta algebra sadrzˇi maksimalna potpolja. Do-
ista, to su tocˇno potpolja maksimalnih dimenzija pa zakljucˇak slijedi iz teorema 2.6.5. 
Poglavlje 3
Struktura konacˇnodimenzionalnih
algebri
Ovo poglavlje, kao i prosˇlo, u konacˇnici sadrzˇi dokaz drugog velikog teorema (odnosno
u ovom slucˇaju dva) koji nam opisuju strukturu tzv. poluprim konacˇnodimenzionalnih
algebri. Rijecˇ je o Wedderburnovim strukturalnim teoremima. Koncept rada nastavljamo
na isti nacˇin, dakle s direktnom izgradnjom teorije koja nam je potrebna za dokaz zˇeljenog
teorema umjesto izgradnje neke opc´enite matematicˇke teorije iz koje bismo izveli same
teoreme.
Napomena 3.0.1. Prisjetimo se, ako je R prsten, tada za ideale I, J ER definirajmo njihov
zbroj I + J kao najmanji ideal u R koji sadrzˇi I ∪ J te njihov produkt IJ kao najmanji ideal
koji sadrzˇi sve produkte elemenata xy, gdje su x ∈ I, y ∈ J; tj.,
I + J := 〈I ∪ J〉,
IJ := 〈xy | x ∈ I, y ∈ J〉.
Analogno, ako su I1, . . . , In E R ideali, definiramo
I1 + . . . + In := 〈I1 ∪ . . . ∪ In〉,
I1 · · · In := 〈x1 · · · xn | x j ∈ I j〉.
3.1 Nilpotentni ideali
Definicija 3.1.1. Ideal I prstena R je nilpotentni ideal ako postoji n ∈ N takav da In = 0.
22
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Uvjet In = 0 znacˇi da je u1u2 · · · un = 0 za sve ui ∈ I.
Definicija 3.1.2. Element a prstena R nazivamo nilpotentni element ako postoji n ∈ N
takav da je an = 0.
Definicija 3.1.3. Ideal I prstena R nazivamo nil ideal ako su svi elementi u I nilpotentni.
Ocˇito, nilpotentni ideal je nil ideal. Mozˇe se pokazati da obrat opc´enito ne vrijedi.
Primjer 3.1.4. Uzmimo bilo koju aditivnu grupu R uz trivijalni produkt xy = 0 za sve
x, y ∈ R. Onda je R2 = 0.
Primjer 3.1.5. Nilpotentni element koji lezˇi u centru Z(R) prstena R ocˇito generira nilpo-
tentni ideal. Jednostavan primjer takvog elementa mozˇemo dobiti tako da uzmemo direktni
produkt prstena iz primjera 3.1.4 s bilo kojim drugim prstenom.
Primjer 3.1.6. Neka je A = Tn(F) algebra svih gornje trokutastih n×n matrica nad poljem
F, tj. matrica kojima su elementi ispod glavne dijagonale nula. Neka je N skup svih strogo
gornje trokutastih matrica, tj. gornje trokutastih matrica kojima su i elementi na glavnoj
dijagonali nula. Tada je N ideal od A takav da Nn = 0 i Nn−1 , 0. Mozˇemo pronac´i razne
ideale od A koji su sadrzˇani u N te su stoga nilpotentni. Na primjer, skup svih matrica I,
koje na mjestu (1, n) imaju proizvoljan element, a na svim ostalim mjestima nulu je ideal
od A koji zadovoljava I2 = 0.
Napomena 3.1.7. Nilpotentni jednostrani ideali definirani su na isti nacˇin kao i nilpo-
tentni ideali. Ako je L nilpontetni lijevi ideal od R, onda je L sadrzˇan u dvostranom nilpo-
tentnom idealu L + LR. Naime, lako se vidi da Ln = 0 implicira (L + LR)n = 0. Slicˇno,
svaki desni nilpotentni ideal je sadrzˇan u nilpotentnom idealu.
Lema 3.1.8. Suma dva nilpotentna ideala je nilpotentan ideal.
Dokaz. Neka su I, J ideali takvi da In = 0 i Jm = 0. Tvrdimo da (I + J)n+m−1 = 0. Odnosno,
produkt n + m−1 elemenata oblika u + v, u ∈ I, v ∈ J je 0. Takav produkt mozˇemo napisati
kao sumu produkata w = w1w2 · · ·wn+m−1, gdje svaki wi ∈ I ∪ J. Ako je barem n cˇlanova
sume u I, onda w = 0 jer je In = 0. Ako je broj wi-ova koji pripadaju I manji od n, onda ih
barem m lezˇi u J pa stoga w = 0 jer Jm = 0. 
Definicija 3.1.9. Ideal koji nije potpuno sadrzˇan u vec´em nilpotentnom idealu nazivamo
maksimalni nilpotentni ideal.
Lema 3.1.10. Ako prsten R ima maksimalan nilpotentni ideal N, onda N sadrzˇi sve nilpo-
tentne ideale od R.
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Dokaz. Pretpostavimo da je I neki nilpotentni ideal od R. Iz leme 3.1.8 vidimo da je I + N
takoder nilpotentni ideal. Kako je N maksimalni nilpotentni ideal od R i N ⊆ I + N mora
vrijediti I + N = N. Stoga je I ⊆ N. 
Napomena 3.1.11. Dakle, ako u prstenu R postoji maksimalni nilpotentni ideal, onda je on
jedinstven i jednak sumi svih nilpotentnih ideala. To se posebno odnosi na slucˇaj kada je
R = A konacˇnodimenzionalna algebra. Naime, u tom slucˇaju A sadrzˇi bar jedan nilpotentni
ideal (sigurno sadrzˇi nulideal). Stoga je skup svih nilpotentnih ideala u A neprazan te
sadrzˇi element maksimalne dimenzije, sˇto je ocˇito maksimalni nilpotentni ideal.
Definicija 3.1.12. Maksimalni nilpotentni ideal konacˇnodimenzionalne algebre A nazi-
vamo radikal od A. Ako je radikal od A jednak 0, tada za A kazˇemo da je poluprosta
algebra.
Primjer 3.1.13. Radikal algebre A = Tn(F) iz primjera 3.1.6 je N, skup svih strogo gornje
trokutastih matrica. Zaista, N je nilpotentni ideal od A i bilo koji ideal od A koji strogo
sadrzˇi N ne mozˇe biti nilpotenti ideal jer mora sadrzˇavati nenul dijagonalnu matricu.
3.2 Prim i poluprim prsteni
Definicija 3.2.1. Prsten R nazivamo domena ako za sve a, b ∈ R, ab = 0 povlacˇi a = 0 ili
b = 0.
Drugim rijecˇima, R je domena ako nema lijevih (ili desnih) djelitelja nule. Ekviva-
lentno, R je domena ako ima pravilo skrac´ivanja:
Ako je a , 0, onda ab = ac i ba = ca povlacˇi b = c.
Lema 3.2.2. Neka je R prsten. Sljedec´e tvrdnje su medusobno ekvivalentne:
(i) Za svaki a, b ∈ R, aRb = 0 povlacˇi a = 0 ili b = 0.
(ii) Za sve lijeve ideale I i J od R, IJ = 0 povlacˇi I = 0 ili J = 0.
(iii) Za sve desne ideale I i J od R, IJ = 0 povlacˇi I = 0 ili J = 0.
(iv) Za sve ideale I i J od R, IJ = 0 povlacˇi I = 0 ili J = 0.
Dokaz.
(i)⇒ (ii) Pretpostavimo da za sve a, b ∈ R iz aRb = 0 slijedi a = 0 ili b = 0. Neka su I i
J lijevi ideali u R takvi da je IJ = 0. Tada je RJ ⊆ J pa je IRJ = 0. Prema pretpostavci,
slijedi da je I = 0 ili J = 0.
(i)⇒ (iii) pokazuje se analogno.
(ii)⇒ (iv), (iii)⇒ (iv) je trivijalno zadovoljeno.
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(iv)⇒ (i) Pretpostavimo da za svaka dva ideala I, J E R iz IJ = 0 slijedi I = 0 ili J = 0.
Neka su a, b ∈ R takvi da je aRb = 0. Posebno, produkt ideala je RaR i RbR je 0 pa
je jedan od njih 0. Ako je npr. RaR = 0, slijedi da su Ra i aR obostrani ideali takvi da
Ra · R = R · aR = 0. Prema (iv) vidimo da Ra = aR = 0. Sada, posebno, Za je ideal od R
koji zadovoljava Za · R = 0 te iz (iv) slijedi da a = 0. Stoga (iv) povlacˇi (i). 
Definicija 3.2.3. Prsten R je prim prsten ako zadovoljava jedan (stoga i sve) uvjete leme
3.2.2.
Lema 3.2.4. Komutativni prsten je prim ako i samo ako je domena.
Dokaz. Dovoljno je primijetiti da ab = 0 povlacˇi aRb = 0 ako je R komutativan. 
Lema 3.2.5. Neka je R prsten. Sljedec´e tvrdnje su ekvivalentne:
(i) Za sve a ∈ R, aRa = 0 povlacˇi a = 0.
(ii) Za sve lijeve ideale I id R, I2 = 0 povlacˇi I = 0.
(iii) Za sve desne ideale I od R, I2 = 0 povlacˇi I = 0.
(iv) Za sve ideale I od R, I2 = 0 povlacˇi I = 0.
(v) R nema nenul nilpotetnih ideala.
Dokaz.
(i) ⇒ (ii): Pretpostavimo da za sve a ∈ R, aRa povlacˇi a = 0 te neka je I lijevi ideal u R
takav da je I2 = 0. Tada za svaki a ∈ I vrijedi aRa ⊆ aI ⊆ I2 = 0 pa je prema (i) a = 0.
Dakle, I = 0. (i)⇒ (iii) pokazuje se analogno.
(ii)⇒ (iv), (iii)⇒ (iv) je trivijalno zadovoljeno.
Pokazˇimo josˇ (iv)⇔ (v).
(v)⇒ (iv) je trivijalno zadovoljen.
(iv)⇒ (v) Pretpostavimo da je I ideal od R takav da vrijedi In = 0, n > 1. Tada je (In−1)2 = 0
pa iz pretpostavke slijedi In−1 = 0. Koristec´i induktivni argument dobivamo I = 0. 
Definicija 3.2.6. Prsten R nazivamo poluprim prstenom ako zadovoljava jedan (stoga i
sve) tvrdnje iz leme 3.2.5.
Primijetimo jedan ocˇiti analogon lemi 3.2.4.
Lema 3.2.7. Komutativni prsten je poluprim ako i samo ako nema nenul nilpotentnih ele-
menata.
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Napomena 3.2.8. Ako je A algebra te su I, J ideali prstena od A takvi da IJ = 0, onda
su linearne ljuske od I i J ideali algebre cˇiji je produkt 0. Stoga, slijedi da prim algebru
mozˇemo definirati i kao algebru koja je prim kao prsten ili algebru u kojoj je produkt bilo
koja dva nenul ideala algebre razlicˇit od nule. Slicˇna napomena vrijedi i za poluprim
algebre (usporediti s napomenom 2.5).
Napomena 3.2.9. Neka je I nenul ideal prim prstena R. Ako su a, b ∈ R takvi da aIb = 0,
onda aRuRb = 0 za svaki u ∈ I. Koristec´i (i) iz leme 3.2.2 dvaput, slijedi da a = 0 ili
b = 0. Posebno, ideal prim prstena ponovo je prim prsten. Slicˇno, ideal poluprim prstena
je poluprim prsten.
Korolar 3.2.10. Konacˇnodimenzionalna algebra A je poluprim ako i samo ako je polu-
prosta.
Dokaz. Neka je N radikal od A. Ako je A poluprim, onda prema lemi 3.2.5 A nema nil-
potentnih ideala. Stoga je N = 0, odnosno A je poluprosta. Obratno, pretpostavimo da je
N = 0 i neka je I nilpotentni ideal od A. Kako je N najvec´i nilpotentni ideal od A, slijedi
I ⊆ N. Dakle I = 0 pa je A poluprim prema lemi 3.2.5. 
Sljedec´e relacije izmedu dosad uvedenih klasa prstena slijede iz definicija:
prsten s dijeljenjem =⇒ prost i domena,
prost =⇒ prim,
domena =⇒ prim,
prim =⇒ poluprim.
Primjer 3.2.11. Prsten Z je domena koja nije prosti prsten.
Primjer 3.2.12. Matricˇni prsten Mn(F), n ≥ 2, je prost, ali nije domena.
Primjer 3.2.13. Matricˇni prsten Mn(Z), n ≥ 2, je prim, ali nije niti domena niti prost
prsten. Ocˇiti (i sˇtovisˇe jedini) primjeri njegovih ideala su Mn(kZ) za k ≥ 0.
3.3 Unitizacija
Neka je A F-algebra. Skup F × A postaje F-algebra, koju oznacˇavamo s A], uz operacije
(λ, x) + (µ, y) := (λ + µ, x + y),
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µ(λ, x) := (µλ, µx),
(λ, x)(µ, y) := (λµ, µx + λy + xy),
gdje su λ, µ ∈ F te x, y ∈ A. Tada A postaje podalgebra od A] nakon sˇto ju identificiramo
sa slikom monomorfizma x 7→ (0, x). Sˇtovisˇe, A zapravo ideal od A]. Takoder primijetimo
da je A] unitalna algebra s jedinicom (1, 0).
Definicija 3.3.1. Algebra A] naziva se unitizacija od A.
Lema 3.3.2. Ako je A neunitalna prim algebra, onda je A] takoder prim algebra.
Dokaz. Neka su (λ, a), (µ, b) ∈ A] takvi da zadovoljavaju (λ, a)A](µ, b) = 0. Onda je po-
sebno (λ, a)(1, 0)(µ, b) = 0 pa stoga λ = 0 ili µ = 0. Promotrimo slucˇaj kada λ = 0; slucˇaj
kada je µ = 0 je analogan. Mozˇemo pretpostaviti da je a , 0. Iz (0, a)(0, x)(µ, b) = 0
zakljucˇujemo da µax + axb = 0 za sve x ∈ A. Pretpostavimo takoder da je µ , 0, jer je
inacˇe aAb = 0 pa onda i b = 0. Definirajmo e := −µ−1b. Tada imamo ax = axe za svaki
x ∈ A. Prema tome, a(xy)e = axy = (axe)y za sve x, y ∈ A. Ovo mozˇemo zapisati kao
ax(y − ye) = 0 = ax(y − ey).
Kako je A prim algebra, slijedi da y = ye i y = ey za sve y ∈ A, sˇto je u kontradikciji s
pretpostavkom da je A algebra bez jedinice. 
3.4 Matricˇne jedinice
Standardne matricˇne jedinice Ei j definirali smo ranije u definiciji 1.0.4. Uvedimo i njihovu
apstraktnu generalizaciju:
Definicija 3.4.1. Neka je R unitalni prsten i neka je n ∈ N. Skup {ei j ∈ R | 1 ≤ i, j ≤ n}
nazivamo n × n sustav matricˇnih jedinica ako je
e11 + e22 + · · · + enn = 1
i
ei jekl = δ jkeil
za sve 1 ≤ i, j, k, l ≤ n, gdje je δ jk ”Kroneckerov simbol”, tj.
δ jk =
1 ako je j = k0 ako je j , k .
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Matricˇne jedinice ei j s i , j bitno se razlikuju od matricˇnih jedinica eii. Matricˇne
jedinice oblika ei j, i , j su nilpotetni elementi jer zadovoljavaju jednakost e2i j = 0, dok za
elemente oblika eii, i ∈ N vrijedi e2ii = eii.
Definicija 3.4.2. Element e prstena R je idempotentan ako je e2 = e. Idempotenti e i f su
ortogonalni ako vrijedi e f = f e = 0.
Lema 3.4.3. Neka je A unitalna algebra. Ako A sadrzˇi n × n sustav matricˇnih jedinica
{ei j ∈ A | 1 ≤ i, j ≤ n}, onda je A  Mn(S t), gdje je S t := ettAett za t = 1, . . . , n.
Dokaz. Neka je φ : A→ Mn(S t) funkcija definirana s:
φ(a) := (ai j),
gdje je
ai j := etiae jt = ettetiae jtett ∈ S t.
Dokazˇimo da je φ izomorfizam algebri.
Linearnost: Trebamo dokazati da vrijedi φ(λa + µb) = λφ(a) + µφ(b), za sve a, b ∈ A
te λ, µ ∈ F. Zaista, (i, j)-ta vrijednost od φ(λa + µb) je
eti(λa + µb)e jt = λetiae jt + µetibe jt,
sˇto je tocˇno (i, j)-ta vrijednost od λφ(a) + µφ(b).
Multiplikativnost: Trebamo dokazati da vrijedi φ(ab) = φ(a)φ(b), za sve a, b ∈ A.
Zaista, (i, j)-ta vrijednost od φ(ab) jednaka je
etiabe jt = etia1be jt = etia
 n∑
k=1
ekk
 be jt = etia  n∑
k=1
ektetk
 be jt
=
n∑
k=1
etiaektetkbe jt,
sˇto je tocˇno (i, j)-ta vrijednost od φ(a)φ(b).
Injektivnost: Dovoljno je dokazati da je jezgra od φ trivijalna. Pretpostavimo stoga da
je φ(a) = 0. Tada je
eiiae j j = eitai jet j = 0
za sve i, j = 1, . . . n. Kako je
∑n
i=1 eii = 1, slijedi a = 0. Dakle, ker φ = 0.
Surjektivnost: Za proizvoljan a ∈ A te k, l = 1 . . . , n, vidimo da je φ(ek1ae1l) matrica
iz Mn(S t) koja na (k, l)-tom mjestu ima element ettaett, a na svim ostalim mjestima nulu.
Kako se svaki element od S t mozˇe napisati kao konacˇna suma elemenata tog oblika, te kako
je φ(A) podalgebra (posebno potprostor) od Mn(S t), zakljucˇujemo da je φ(A) = Mn(S t),
odnosno φ je surjektivna funkcija.
Dakle, A  Mn(S t). 
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3.5 Idempotenti
Neka je e idempotent u prstenu R.
Kao sˇto smo vidjeli u prijasˇnjem dijelu rada, eRe nam je vrlo zanimljiv potprsten od R.
eRe nazivamo kutni prsten koji odgovara e. Kutni prsten eRe ima jedinicu, cˇak i ako R
nema; jedinica mu je jednaka e. Radi jednostavnosti, u daljnjem c´e R oznacˇavati unitalni
prsten, a e netrivijalni idempotent, odnosno idempotent razlicˇit od 0R i 1R. Tada da je i
f := 1 − e
takoder netrivijalni idempotent u R. Nadalje, e i f su ortogonalni i njihova suma je 1.
Primjer takvog para idempotenta su matricˇne jedinice e11 i e22 u 2 × 2 matricˇnom prstenu
M2(R).
Pretpostavimo da je ex1e + ex2 f + f x3e + f x4 f = 0 za neke xi ∈ R. Mnozˇenjem s lijeva
i s desna s e dobivamo ex1e = 0. Ostali cˇlanovi su nula jer su e i f ortogonalni. S druge
strane, kako svaki x ∈ R mozˇemo zapisati kao
x = exe + ex f + f xe + f x f ,
slijedi da je
R = eRe ⊕ eR f ⊕ f Re ⊕ f R f , (3.1)
kao direktna suma Abelovih grupa.
Dekompoziciju (3.1) nazivamo Peirceova dekompozicija od R (s obzirom na e). De-
finirajmo
R11 := eRe, R12 := eR f , R21 := f Re, R22 := f R f .
Tada su R11 i R22 kutni prsteni koji odgovaraju e i f , a produkt svaka dva elementa u
R12, odnosno R21 je nula. Nadalje, vrijedi
Ri jRkl ⊆ δ jkRil
za sve 1 ≤ i, j, k, l ≤ 2.
Primijetimo da ako u prstenu imamo netrivijalni idempotent e, mozˇemo pomoc´u ele-
menta f = 1 − e dobiti strukturu koja izgleda kao 2 × 2 matrice. Opc´enito, prsten R s
netrivijalnim idempotentom e nije izomorfan 2 × 2 matricˇnom prstenu. Za takvu tvrdnju
potrebne su nam dodatne pretpostavke, tj. da su jednadzˇbe
ex f ye = e i f yex f = f
rjesˇive u R. Naime, u tom slucˇaju mozˇemo definiramti elemente
e11 := e, e12 := ex f , e21 := f ye, e22 := f ,
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koji cˇine 2 × 2 sustav matricˇnih jedinica od R. Prema lemi 3.4.3 vrijedi R  M2(eRe).
Postoji mnogo primjera prstena bez netrivijalnih idempotenta, na primjer domene ili pr-
steni s dijeljenjem. Postojanje jednog netrivijalnog idempotenta povlacˇi postojanje ”mnogo”
takvih elemenata, barem u slucˇaju kada su sumandi eR f i f Re iz Peirceove dekompozicije
razlicˇiti od nule. Ako je e idempotent, onda su e + ex f i e + f xe takoder idempotenti za
svaki x ∈ R. Takoder p−1ep je idempotent za svaki invertibilni element p ∈ R.
Ovakva razmatranja nemaju smisla ako je e centralni idempotent, odnosno idempo-
tent iz centra Z(R) od R. U tom slucˇaju eR f = f Re = 0 pa se Peirceova dekompozicija
reducira na dva sumanda: I := eR = eRe i J := f R = f R f . Jasno, I i J su ideali od R,
R = I ⊕ J te R  I × J uz izomorfizam x 7→ (ex, f x).
Ranije smo pretpostavili da je R unitalni prsten, sˇto nam je omoguc´ilo definiranje idem-
potenta f = 1 − e. Mozˇemo vidjeti da nam jedinica nije nuzˇna u prethodno opisanoj kons-
trukciji. Naime, primijetimo da nismo radili direktno s elementom f nego s produktom
elemenata iz R s f . Ako pretpostavimo da R nema jedinicu, onda pisˇemo x − ex umjesto
f x, odnosno x − ex − xe + exe umjesto f x f . Tada vec´ina cˇinjenica iz ranije diskusije
itekako ima smisla. Konkretno, Peirceova dekompozicija je i dalje moguc´a, ali zbog ne-
dostatka jedinice formule koje moramo koristiti su kompliciranije. Medutim, tvrdnje koje
se ticˇu centralnih idempotenata trebaju samo male promjene: Ako je e centralni idempotent
u R, onda su I = eR i J = {x − ex | x ∈ R} ideali od R takvi da vrijedi
R = I ⊕ J  I × J.
Promatramo li I kao prsten, vidimo da je e njegova jedinica. Sami ideali su rijetko unitalni
prsteni. Zapravo, samo oni generirani centralnim idempotentima su upravo takvi prsteni.
Lema 3.5.1. Neka je I ideal prstena R. Ako je I unitalni prsten, onda je njegova jedinica
e centralni idempotent u R i I = eR. Nadalje, postoji ideal J od R takav da je R = I ⊕ J.
Sˇtovisˇe, R  I × J.
Dokaz. Kako je e ∈ I, imamo eR ⊆ I te obratno I = eI ⊆ eR. Stoga I = eR. Nadalje, kako
je ex, xe ∈ I za svaki x ∈ R, imamo ex = (ex)e i xe = e(xe). Slijedi da ex = xe pa je e
centralni idempotent. Zakljucˇak slijedi iz prethodne diskusije, prije iskaza leme. 
Ako pretpostavimo da je R unitalni prsten, onda mozˇemo iskazati obrat leme 3.5.1:
Ako su I i J ideali od R takvi da R = I ⊕ J, onda postoji centralni idempotent e ∈ R takav
da I = eR i J = (1 − e)R (I i J su unitalni prsteni). Za dokaz samo mozˇemo uzeti elemente
e ∈ I i f ∈ J takve da je e + f = 1 te provjeriti da e (odnosno f ) ima zˇeljena svojstva.
3.6 Minimalni lijevi ideali
U slucˇajevima kada razmatramo jednostrane ideale, u ovom radu razmatrat c´emo lijeve
ideale. Situacija je analogna i za desne ideale.
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Definicija 3.6.1. Lijevi ideal L prstena R nazivamo minimalni lijevi ideal ako je L , 0 te
ako niti jedan nenul lijevi ideal nije pravi podskup od R.
Minimalni desni ideali te minimalni dvostrani ideali definirani su na analogan nacˇin.
Minimalni ideali za algebre definirani su na analogan nacˇin kao i minimalni ideali
prstena.
Primjer 3.6.2. Jedini minimalni lijevi ideal prstena s dijeljenjem D je sam D.
Primjer 3.6.3. Neka je R = Mn(D) prsten s dijeljenjem i neka je L skup matrica u R koje
imaju proizvoljan element u i-tom stupcu i nule u svim ostalim stupcima. Lako se vidi da je
L minimalni lijevi ideal od R. Takoder, napomenimo da je L = REii gdje je Eii standardna
matricˇna jedinica i da je EiiREii = {dEii | d ∈ D} potprsten s dijeljenjem od R izomorfan s
D.
Lema 3.6.4. Ako je L minimalni lijevi ideal poluprim prstena R, onda postoji idempotent
e ∈ R takav da L = Re i eRe je prsten s dijeljenjem.
Dokaz. Kako je R poluprim, postoje x, y ∈ L takvi da xy , 0. Posebno, Ly , 0. Kako je
Ly lijevi ideal od R sadrzˇan u L iz minimalnosti od L slijedi Ly = L. Prema tome, postoji
e ∈ L takav da ey = y, odakle slijedi da e2 − e pripada skupu J := {z ∈ L | zy = 0}. Jasno,
J je ponovo lijevi ideal od R sadrzˇan u L. Kako je x ∈ L \ J, ovog puta zakljucˇujemo da je
J = 0. Posebno, e2 = e. Kako je e ∈ L, imamo Re ⊆ L. Kako je 0 , e ∈ Re iz minimalnosti
od L slijedi da je L = Re. Uzmimo sada kutni prsten eRe. Neka je a ∈ R takav da eae , 0.
Moramo pokazati da je eae invertibilan u eRe. Imamo 0 , Reae ⊆ Re = L pa je Reae = L.
Stoga postoji b ∈ R takav da vrijedi beae = e. Onda je i (ebe)(eae) = e. Kako je ebe nenul
element u eRe, postoji c ∈ R takav da (ece)(ebe) = e. Ali, lijevi inverz se poklapa s desnim
pa je eae = ece invertibilan u eRe s inverzom ebe.

Korolar 3.6.5. Ako je A nenul konacˇnodimenzionalna poluprim algebra, onda postoji
idempotent e ∈ A takav da je eAe algebra s dijeljenjem.
Dokaz. Kako je A konacˇnodimenzionalna, ona sadrzˇi minimalne lijeve ideale. Npr. uz-
mimo bilo koji lijevi ideal najmanje dimenzije. 
Korolar 3.6.6. Sljedec´e tvrdnje su medusobno ekvivalentne za idempotent e u poluprim
prstenu R:
(i) eRe je prsten s dijeljenjem.
(ii) Re je minimalni lijevi ideal od R.
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(iii) eR je minimalni desni ideal od R.
Dokaz. Kako je (i), za razliku od (ii) i (iii) simetricˇan uvjet, dovoljno je dokazati ekviva-
lenciju (i)⇔ (ii).
(ii)⇒ (i) slijedi iz dokaza leme 3.6.4.
(i)⇒ (ii) Pretpostavimo da je eRe prsten s dijeljenjem te uzmimo neki lijevi ideal I od R,
takav da je 0 , I ⊆ Re. Vidimo da je dovoljno pokazati da je e ∈ I. Naime, u tom slucˇaju
je Re ⊆ I pa je I = Re. Uzmimo neki 0 , u ∈ I. Kako je R poluprim prsten, onda postoji
r ∈ R takav da uru , 0. Primijetimo da je u = ue jer je u ∈ I ⊆ Re. Tada je eru = erue ne-
nul element u eRe. Kako je eRe prsten s dijeljenjem, postoji v ∈ R takav da (eve)(eru) = e.
Dakle e ∈ Ru ⊆ I ⇒ e ∈ I. 
3.7 Wedderburnovi strukturalni teoremi
Teorem 3.7.1 (Wedderburn). Neka je A nenul konacˇnodimenzionalna algebra. Sljedec´e
tvrdnje su ekvivalentne:
(i) A je prim algebra.
(ii) A je prosta algebra.
(iii) Postoji n ∈ N i algebra s dijeljenjem D takvi da A  Mn(D).
Dokaz.
(iii)⇒ (ii) slijedi direktno iz primjera 2.2.3.
(ii)⇒ (i) slijedi trivijalno.
(i) ⇒ (iii) Prvo c´emo dokaz provesti uz dodatnu pretpostavku da A ima jedinicu. Dokaz
provodimo indukcijom po dimenziji d := [A : F].
Ako je d = 1, onda uzimamo n = 1 i D = F. Stoga, neka je d > 1. Iz korolara 3.6.5 slijedi
da postoji idempotent e ∈ A takav da je eAe algebra s dijeljenjem. Ako je e = 1A, onda
slijedi zˇeljeni zakljucˇak (za n = 1). Pretpostavimo da je e netrivijalni idempotent. Neka je
f := 1 − e. Primijetimo da je f A f nenul prim unitalna algebra s jedinicom f . Kako e ne
pripada f A f , imamo [ f A f : F] < d. Iz pretpostavke indukcije slijedi da je za neki m ∈ N,
f A f izomorfan algebri m×m matrica nad nekom algebrom s dijeljenjem. Prema tome, f A f
sadrzˇi m × m sustav matricˇnih jedinica ei j, i, j = 1, . . . ,m, takve da je e11 f A f e11 = e11Ae11
algebra s dijeljenjem. Cilj nam je prosˇiriti matricˇne jedinice od f A f do matricˇnih jedinica
od A. Krec´emo tako da definiramo n := m + 1 i enn := e. Onda je
∑n
i=1 eii = f + e = 1 te
ennei j = ei jenn = 0 za sve i, j < n. Preostaje nac´i ein i eni, i ≤ n − 1. Nadimo prvo e1n i en1.
Koristec´i dvaput cˇinjenicu da je A prim vidimo da je e11aenna′e11 , 0 za neke a, a′ ∈ A.
Kako je e11Ae11 algebra s dijeljenjem cˇija je jedinica e11, postoji a′′ ∈ A takav da je
(e11aenna′e11)(e11a′′e11) = e11.
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Ako definiramo e1n := e11aenn i en1 := enna′e11a′′e11, imamo:
e1nen1 = e11.
Kako je en1 ∈ ennAe11, imamo en1 = ennen1 i en1 = en1e11 = en1e1nen1. Usporedivanjem oba
izraza dobivamo:
(en1e1n − enn)en1 = 0.
Element en1e1n − enn lezˇi u algebri s dijeljenjem ennAenn. Ako bi on bio razlicˇit od nule,
zadnji izraz mozˇemo pomnozˇiti s lijeve strane s njegovim inverzom, sˇto bi nas dovelo do
kontradikcije 0 = ennen1 = en1. Stoga,
en1e1n = enn.
Konacˇno, za j = 2, . . . , n − 1 definirajmo en j := en1e1 j i e jn := e j1e1n. Tada za sve i, j, k =
1, . . . , n vrijedi ei j = ei1e1 j i e1 jek1 = δ jke11. Dakle, za sve i, j, k, l = 1, . . . , n imamo
ei jekl = ei1e1 jek1e1l = δ jkei1e11e1l = δ jkei1e1l = δ jkeil.
Stoga je ei j, i, j = 1, . . . , n, n × n sustav matricˇnih jedinica od A. Iz leme 3.4.3 slijedi da
A  Mn(D), gdje je D = e11Ae11.
Josˇ preostaje dokazati implikaciju (i)⇒ (iii) bez pretpostavke da A ima jedinicu. Pret-
postavimo da je A prim bez jedinice. Onda je A] unitalna prim algebra prema lemi 3.3.2.
Kako (i) povlacˇi (iii) (a onda i (ii)) za unitalne algebre, slijedi da je A] prosta. Kako je A
pravi nenul ideal od A], dosˇli smo do kontradikcije. 
Napomenimo kako je algebra s dijeljenjem D iz Teorema 3.7.1 konacˇnodimenzionalna
te vrijedi [A : F] = n2[D : F]. Teorem 3.7.1 cˇesˇc´e nalazimo u obliku koji ne ukljucˇuje
prim algebre; on se obicˇno iskazuje na sljedec´i nacˇin:
A je prosta ⇐⇒ A  Mn(D).
Korolar 3.7.2. Konacˇnodimenzionalna algebra A je centralno prosta algebra ako i samo
ako postoji n ∈ N i centralna algebra s dijeljenjem D takva da je A  Mn(D)
Dokaz. Primjena teorema 3.7.1 i leme 2.3.2 
Korolar 3.7.3. Dimenzija konacˇnodimenzionalne centralno proste algebre je potpuni kva-
drat.
Dokaz. Imamo [Mn(D) : F] = n2[D : F]. Zakljucˇak slijedi primjenom korolara 2.6.6. 
Teorem 3.7.4 (Wedderburn). Neka je A nenul konacˇnodimenzionalna algebra. Tada su
sljedec´e tvrdnje ekvivalentne:
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(i) A je poluprim algebra.
(ii) A je poluprosta algebra.
(iii) Postoje n1, . . . , nr ∈ N i algebre s dijeljenjem D1, . . . ,Dr takve da je
A  Mn1(D1) × · · · × Mnr (Dr).
Dokaz.
(i)⇔ (ii) slijedi direktno iz korolara 3.2.10.
(iii)⇒ (i) slijedi trivijalno.
(i)⇒ (iii) Pretpostavimo da je A poluprim. Dokaz provodimo indukcijom po d = [A : F].
Ako je d = 1, onda je A = Fa s a2 , 0. Stoga je a2 = λa za neko λ , 0, tako da je λ−1a
jedinica od A. Slijedi A  F. Neka je d > 1. Ako je A prim, onda iz teorema 3.7.1 slijedi
zakljucˇak. Dakle, mozˇemo pretpostaviti da postoji 0 , a ∈ A t.d. je I = {x ∈ A | aAx = 0} je
nenul skup. I je ocˇito ideal od A te je stoga A poluprim algebra (napomena 3.2.9). Kako je
a , I, imamo [I : F] < d. Iz pretpostavke indukcije slijedi da I  Mn1(D1)× · · · ×Mnp(Dp)
za neke ni ∈ N i algebre s dijeljenjem Di, i = 1, . . . , p. Kako svaki faktor Mni(Di) ima
jedinicu tako je ima i I. Prema lemi 3.5.1 postoji ideal J od A takav da A  I × J. Ako
ponovo koristimo pretpostavku indukcije (ovaj puta za ideal J od A), zakljucˇujemo J 
Mnp+1(Dp+1)×· · ·×Mnr (Dr) za neke ni ∈ N i algebre s dijeljenjem Di, i = p+1, . . . , r. Time
je dokaz teorema zavrsˇen.

Napomena 3.7.5. Iz teorema 3.7.4 posebno vidimo da su nenul konacˇnodimenzionalne
poluprim algebre automatski unitalne.
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Sazˇetak
U ovom radu proucˇavamo neka osnovna svojstva konacˇnodimenzionalnih algebri s dijelje-
njem. Najprije dokazujemo slavni Frobeniusov teorem, koji kazˇe da (do na izomorfizam)
postoje tocˇno tri realne konacˇnodimenzionalne algebre s dijeljenjem: Realni brojevi R,
kompleksni brojevi C te kvaternioni H. Nadalje, dokazujemo Wedderburnov strukturalni
teorem koji opisuje strukturu konacˇnodimenzionalnih poluprostih algebri; svaka takva al-
gebra je izomorfna konacˇnom direktnom produktu matricˇnih algebri nad algebrama s di-
jeljenjem. Time se vec´ina pitanja vezana uz konacˇnodimenzionalne poluproste algebre
reducira na analogna pitanja vezana uz konacˇnodimenzionalne algebre s dijeljenjem.
Summary
In this thesis we explore some basic properties of finite dimensional division algebras.
We first present the proof of the celebrated Frobenius theorem, which states that (up
to an isomorphism) there exist precisely three real finite-dimensional division algebras:
Real numbers R, complex numbers C and quaternions H. Next, we present the proof of
the Wedderburn’s structure theorem which describes the structure of semisimple finite-
dimensional algebras; any such algebra is isomorphic to a finite direct product of matrix
algebras over some division algebras. In this way most questions concerning semisimple
finite-dimensional algebras are reduced to the analogues questions for finite-dimensional
division algebras.
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